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I. Introducci6

En intentar explicar, o si més no aproximar, la interacci6 entre quarks
mitjanc¢ant una for¢a que no sigui el potencial infinit [1] (hipotesi simpli-
ficadora que fou emprada en els primers models), hom pren diferents mo-
dels d’osciMadors [2]. Entre aquests hi ha els osciHadors relativistes que do-
nen factors de forma correcta perd no un conjunt satisfactori d’estats Ili-
gats [3]. El fet no desitjat que, en quantificar el model, apareguin osciHa-
cions de tipus temps, és evitat fent s del lligam (P * r) = 0, el qual dona
lloc a un espectre d’energies positiu [4].

En aquest context se situa el lagrangia de Tabakayashy, Domenici,
Gomis i Longui [5] (DGL), que descriu una interacci6 a distancia covariant
amb el lligam (Pr) =0.

Prendre aquest Jligam suposa privilegiar I'observador del sistema ““cen-
tre de masses’’ i, per tant, obliga a renunciar al postulat d’equivaléncia en-
tre observadors d’inércia a ’hora de descriure un sistema fisic qualsevol.

Aquest postulat té per a nosaltres un significat fisic important i clar.
El motiu fonamental d’aquest treball és de demostrar que no hi ha cap
necessitat d’abandonar-lo per a poder resoldre el model D.G.L. Segons el
nostre parer, hem de quantificar I’extensié predictiva d’aquest model
abans d’abandonar el criteri de democracia per a tots els observadors
d’inércia, puix que cal quelcom més que el bon funcionament d’un model
especific per a abandonar un dels principis fonamentals de la relativitat.

A més, hi ha el precedent que, en fer predictiu el camp de Klein-Gordon,
hom elimina les solucions d’energia negativa, i aix0 mateix podria passar
aci [6].

Es en aquesta perspectiva que ataquem el problema, aixi com en la
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de mostrar la possibilitat de ‘“‘predictivitzar” alguns sistemes lagrangians
singulars.

A les seccions 2, 3 presentem respectivament els aspectes que ens
interessen del S.L.S. de D.G.L. i dels S.P.I. per Poincaré, i també la defi-
nici6é d’extensié predictiva d’'un S.L.S. A la secci6 4 construim I’extensio
predictiva per al model de langrangia singular esmentat, utilitzant un
métode recurrent. A la seccid 5 apliquem aquests resultats al cas de po-
tencials tipus oscilador harmonic i tipus Kepler, i obtenim les equacions
del moviment en ambdoés casos.

II. El lagrangia singular D.G.L.

Els autors abans esmentats [5] parteixen del lagrangia singular:

L= e“«}-u,x; (2.1)

amb: U, = mp - Vix)

on V és una funcié qualsevulla, derivable una vegada amb continuitat,
X* =n2x4 ,n® =n4 =(=1)? , * =11 el conveni de la suma val tant
per als indexs u, v, p . ..=0,1,2,3 comperals A,B,C,...=1, 2,
excepte quan indiquem expressament el contrari mitjancant uns parénte-
sis; a més x4 = x4 XA nu» essent n,, la métrica de Minkowsky (+2).

Les equacions d’Euler-Lagrange permeten de derivar de (2,1) la rela-
cio:

?Pv i/av = 1:Hv a:("a.*c) (2.2)
amb:

Xy Xav

B gl o e
g . 7% 22 (2.3)
! ‘IT).(:' e ‘l-"_x—: v (24)

a‘l:v]"\r(x").—-—— A e, % :
T V Ua

la qual ens déna la component de I’acceleracioé x/s ortogonal a la velocitat
x4 . Aquesta relacié GUnicament és valida sobre la subvarietat VT (M, ),
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»
definida per:

U= L a0 e T / 2Pz, =0} 2.5)
essent:
Pz gt 'ﬂ: X&' (2.6)
‘X.;'

el quadrimoment lineal que és una integral del moviment.

Recordem que, fora de U les equacions d’Euler-Lagrange que es deri-
ven del lagrangia singular (2.1) sén incompatibles [7].

La fita de la teoria de lagrangians singulars en aquest cas és derivar un
sistema diferencial de segon ordre:

4 AL D A bt : PR
— = Xy *— (xg, Xc e pAY |
Ty € A,)xr + €0 Falxg,xe) 3% 2.7

P
sobre V una subvarietat de V" —la maxima posible—, de manera que:
X = B (xs, X ) satisfaci les condicions (2,2). Aci X és una parametre
escalar no necessariament fisic.
Aixo és resolt en el treball citat [5], i ens trobem que:

-
i) YV és definida pel nou lligam:

%, =0 ol et S (2.8)

ii) les quadriacceleracions estan determinades excepte una funci6
continua i arbitraria:

5, (a0 %, A) = Q) (%, KD+ L0, % - %y (2.9)

»* T* (My4) és el conjunt de vectors tangents a M4 i orientats cap al futur.
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En resum, a partir del lagrangia singular (2.1) hom deriva una familia
de sistemes diferencials de segon ordre {D;}; sobre la subvarietat 7, que
anomenarem sistema lagrangia singular (S.L.S.) associat a (2.1).

Per tant, donades unes condicions inicials %= (x£ {(})ev i fixada una
prescripcié per a la funcié arbitraria /(xg, X,,3) —€s a dir, per a cada sistema
D,— existeix una tnica linea d’univers del sistema:

xf= PHa, 2zi0a), =4z, AelgelcR - (210)

tal que:
i) passa per 2

Wr(o|%;[l]): 75: 1
' : qr="22 2.11
\PAF(O, %i[‘]) = 5: ; (‘?: - :}_A_t ( )

i1) ésuna integral del sistema D;:

g (2.0 = BN (002 [e]),q,,(;\,g;[e]),x) (2.12)
VeI, (ronzi), @ @z:RD)e? (2.13)

El resultat segiient, demostrat per D.G.L. [8] estableix una mena
d’unicitat entre les trajectories integrals del S.L.S. (2.9) que hom obté
per a les diferents prescripcions de la funci6é / amb unes condicions inicials
donades g.e‘V‘ ’

1. Proposici6. Siguin ;s% il( &,ic, ) una determinada prescripcidé per
a la funci6 arbitraria del segon membre de (2.9). Sigui \&"(A, Z,[1]); 1la

trajectoria (2.10). Llavors existeix una reparametritzacio §: I —» J ¢ R
tal que: '

VieI . qro,z:0) = gF (foo, 2, T01): 4=z (214)

II1. Sistemes Predictius Invariants

1. Definicié. [9], [10]. Direm que dos camps de vectors sobre T* (M4 )2 :(*)
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Raam) = T %—-—,‘ MmN 3.1)
&) (A)

formen un sistema predictiu de dues particules invariants pel grup de Poin-
caré (S.P.1.) quan:

i) TE Gy XsT) =0 (3.2)

ii) El claudator de Lie dels dos camps ﬁl i ﬁ2 és zero:

(A, A1-0 33)

iii) ﬁl i —ﬁz sOn invariants sota el grup de Poincaré.

Es a dir, B:( X, T.)es transforma com un quadrivector sota transfor-
macions de Poincaré.

La condici6é (3.3) garanteix la integrabilitat del sistema (3.1) (vegeu
ref. [11]).

Aixo vol dir que V§’= ( Xa,Tig )e T* (M4)? passa una tinica 2-super-
ficie integral del sistema: a iy

/
= (A 2) s =02 AEL iasz (34

on: ' ;‘
ho= TN
talque:  xk= 4} (0, )+ W= 4 (0,%) (3.5)

(*) En aquesta secci6 i sempre que fem referéncia a un S.P.I. representarem els
punts genérics de T* (Mg)? per (xa, mg) a diferéncia de la notaci6 (x4, xg) empra-
da en referir-nos a un S.L.S. Aquesta distincid, supérflua des del punt de vista mate-
matic, és deguda d’una banda al fet que volem conservar la notacié tipica dels tre-
balls classics de la M.R.P. [9], [10] i de I’altra al fet que volem fer ressaltar que m%
és una integral primera de Hy i que per a cada particula el parametre de la linia
d’univers integral de (3.1) és relacionat amb els seus temps i massa propis.
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De la condici6 (3.2) resulta evident que:

]
%‘. (‘\';, {2., zZ). ‘l’@;r ()A, 2,)) =0 , ')AeI‘ , A=4,2 (3.6)

En la terminologia de Droz-Vincent [12] (3.4) és la 2-superficie fasica
del sistema que passa per 2 . La linia d’univers individual de cada particu-
la a partir de les condicions inicials Z ¢s, per tant:

ar= 4z . eI, |, 442 (3.7)

2. Definici6. Direm que el SPI (3.1) és una extensi6 predictiva del S.L.S.
(2.9) quan: h'. = (%s, %, )€V, per a qualsevol funci6 continua /(xg, 7%, 2)
i ¥( By P2 ) ER*® (les constants 8, , B, fixen la relaci6 entre el parametre
de les trajectories i els temps propis de les particules) existeixen dues repa-
rametritzacions (una per a cada linia d’univers):
ba@iel): ] ——— Ia
A — L, 3 1] AL

bijectives elles i llurs inverses, tals que:

oy
1—_—:5)

D’aquesta condicié i de les dades inicials (2.11) i (3.5) hom dedueix
immediatament:

P2 10) = 3k (fL000), % B (3.8)

_ % vz - 2
Llo.g;lllho 5 {A (O.i;fﬂ)zf—%: - #4 = :)—lf (3.9)
Ra

3. Proposicié. La condicié necessaria i suficient perque el S.P.I. (3.1)
sigui una extensio predictiva del S.L.S. (2.9) és que:

vz =D uy el i Vé(,,d;)eﬂzn / (xg, % Tle) € 'l’f
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-2

&:'(xa,n,,) = % oo -a(;; (Xg, & e ) (3.10)

QA

Demostracio.

a) Necessaria: Suposem que el SPI (3.1) és una extensi6é predictiva del
S.L.S. (2.9). Sigui Z=(%s, T )€V, isigui (o, @) eR** qualsevulla
tal que: g = (Xs ,% Tl )eTF. . Aplicant la definici6 (3.2): 7'(;3l ,By) e
i funcié continua I( xg , %, , A ), existiran dues reparametritzacions
£, (%, (1)) tals que:

(A, X, % g‘;TZI) = 4:(12,(2.%,; fe1), %p f"\/-—‘n,',‘;) (3.11)

En particular, ens convé de prendre (A‘= ﬁf .,¢c=1,2. En aquest
cas, (3.9) ens dira:

0%, ) =0 .c. (0, 2:1Q1) =, (3.12)

Derivant dues vegades (3.11) respecte de A, fent A = 0 i utilitzant
(3.12) juntament amb les condicions inicials (2.11) i (3.5), obtenim:

(0 0 o T+ o B4 (2 Te) = B* (g i) (B113)

Projectant (3.13) ortogonalment a n/ , obtenim (3.10) d’'una manera
immediata.

b) Suficient: Donat un ( Xs, 7}. )e'l'}' , una parella (8,, f,)eR** iuna
funcié continua I( ‘,'i‘,)), considerem la soluci6 del S.L.S. (2.9):

Wrm = @Fr0, %e X3 D) 5 del A=12

Reparametritzem les linies d’univers segons:

L8 = @L (Falr) o o0 A2 (3.14)

on les funcions g, : [, —> I sén:

i) Dbijectives i diferenciables tant elles com llurs inverses:
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i) 3*(0) =0 P %A’(O) — Ba : %L'—E !’_&f (3.15)

iii) les f5 satisfan les equacions diferencials:

:{"A + @i‘;_z. (_.&" P"(’;\) ) Ot; (g, ('ec(l)) ik (‘fsv‘) .ffc(’\)ﬂ) = (3.16)

Es facil de comprovar que, gracies a la condicié (3.10), les linies
d’univers (3.14) sén integrals del SPI (3. 1)1 que, a més:

A ;¢Aﬂ’si¢f (3.17)
~A;‘2. ,{A‘

o

/
"/-‘K(D) = 5{‘ ] -’l‘f‘ (o) = (&‘ )

En conseqiiéncia, les 7,1"‘(7\ A ) definides per (3.14) son les trajec-
tories solucié del S.P_I’(3.1): ?[/‘( A Xa '4‘ "f‘/-;\"' ), amb qué resta de-
mostrada la proposicio. pL

IV. Construcci6 de I’extensio predictiva

En aquesta secci6 construirem un SPI que sigui extensié predictiva
del SLS (2,9).

La condicié (3.10) ens determina les funcions : ( %y, M. ) per als
(xB, mc)e V. Per tant, la prendrem com a condicié de contorn per a inte-
grar el sistema d’equacions (3.3), que hom pot escriure també:

6, 42 AR
e o, ob - _?_[__: =0 o Asdri RN
g M)

Per tal que (3.10) sigui una bona condicié de contorn cal, en primer
lloc, que sigui compatible amb (4.1). Aixd ho provarem per construccio,
en la hipotesi que 8% és analitica en una constant d’acoplament g, que
introduirem prenent: V(x?) =g W(x?) (4.2)

En segon lloc, cal que el segon membre de (3.10) es transformi com

un quadrivector sota el grup de Poincaré, la qual cosa és trivial a partir
de (4.5).
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En tercer lloc, cal que el segon membre de (3.10) no depengui de la

parella (o, az)eR”' Aix0 es complelx en aquest cas, ja que donat

(XB: nc ) ,pera qualsevol (o, @y JeR *tal que (xp, 0cmc )elr , s’haurd
de satisfer, d’acord amb (2.8):

o _ FHE , A4 (4.3)
o  BTY

Tenint aquesta relacié en compte, aixi com (2.4), el segon membre de
(3.10) s’escriu:

g B 00, O deTie) =

K try . Wa EA_J,iAL.M}.jgr.xv (4.4)
@né)w-(x) W;{.m o m_' g}

Il g Lod z
que tan sols depén de la rad i’. Aixi, tenim que 9‘ no depén de les o :
A

Uy kﬁ+ T - u,' Vu

X
A

4.5)

% (xme) = Mﬂf' {1+

on:

Mg = Mg Mg, k=-THn (xg:Me) €V

2 [

L’equaci6 (4.1) pot ésser convertida en una equacié integrodiferencial
[9]. En el cas de dues particules, aix0 es fa facilment utilitzant les varia-
bles seglients:

2= M A (ns (em) - k (xMar)) .« A=42

o
A= k*- s T p L'z AL 9®2, Ty (4.6)
A8 = mEong - kng
9 ;
Si definim: D na‘)‘ '}‘X" , es verifica: [13]
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Mze= Sas :Dghz = gk & & 2 0 } (4.7)

D\ = 3,45 =0 ; ABR=12

En aquestes variables, hom escriu I’equacié (2.5) que defineix la sots-
varietat U’ de la manera segiient:

(T[A'TTA"ﬁ: + k~{u—A,).T(A 2

= (T U + kAR )Ty 2, (4.8)
i d’aquesta podem aillar: 2, = 14, (2, K k) (4.9)

" : . P)
Expressant Or en aquestes variables i tenint en compte que D‘ = Nz
podem enunciar la segiient:

b

;h

1. Proposicio: El sistema d’equacions (4.1) amb les condicions de
contorn (4.5) sobre la sots-varietat 1", donada per a (4.8), és equivalent
al sistema d’equacions integrodiferencials:

Z‘l [ nd
« 96a
et K 26
A A’ 2
on: 'ZA' :‘4’A(2A' l'-zlkl-na) 1 B'r(iAJﬂz- kl" lh‘vtd
* B -

resulta de substituir .2y per 1,( 2, h%,k, | g |)alexpressio (4.5).

La demostraci6 és trivial.

Ara podem resoldre (4.10) suposant que 9:’ ¢€s desenvolupable en
série de poténcies de g. En primer lloc, gricies a les condicions i), iii)
de la definici6 (3.1) descomponem les quadriacceleracions segons:

6 = and+ Lautl 4.11)

on a,, Ixa» sOn funcions de les variables escalars Zg, h*, ki | n¢ |2
(B,C = 1,2), les quals suposarem desenvolupables en série de poténcies

de g: re - e i
a,= Z ‘3"' Op l,,f“Zﬂ\ 3"' bas (4.12)
n=4

7

També, suposant W (x?) desenvolupable en série de poténcies (excep-
te, potser, en un nombre finit de punts), tindrem de (4-8,9):

(n)

i

nco
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I, atés que 9 ha estat construida a partir de G, ‘k, per a 9 valdra un
desenvolupa*ment analeg al de O

En desenvolupar (4.10) en série de poteéncies de g ens trobem amb la
dificultat que F(‘ 1imit inferior de la integral, depén de g.

[
2. Lema: Sigui f(x) = /.: h(x,y)dy i suposem que f, h i a sén desen-
volupables en série de poténcies de la variable x. Llavors:

I
/4“7"’{/ Z;-:Z;,,,P’ ey g (4.14)

wAM =M
M. P © (v

= 9 57 N o iy K"
(m:Z\f?x“; o((x)=Z°é-)X } 4\("‘)’) ,\Z:; Yy

ned

on:

neeo

Demostracié: Sigui H (x,y) una primitiva de h (x,y) considerant x com a

P{lrémetr‘e: @%‘7“21)) = hexyd

Tindrem:

{(x) = H('x.]&) - Hex, o20x)) = y :
e YHY - [T7%
- - M- Ly 5(55) 02
(n-m)
oo ,A-I (u‘]. '(n,,)}
:];A(‘K-:’)'al'é - Zx"{Z ;:7 P'( - ;‘?‘ )7 .:() ol . .+ ok

Mes.dMp -'1‘-

d’on hom dedueix (4.14) d’una manera immediata.

Utilitzant el lema (4.2), juntament amb les equacions (4.11, 12, 13),
obtenim:

tn) ") Ly m

9: = ?: t J(“? Zf‘ AZA =

"z c- (™) i

_Z E ot (D ZF);,.,‘{Q. (4.15)

Mzl MR l.& AMp =M
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2 « /L
on Z[ és el coeficient de g" en el desenvolupament de - .r -5—,,?;

(vegeu apéndix 1); el sumatori va fins a m = n—2, perqué ‘?_p =0 per
ap<2. ) A
A I'apéndix 1 hi ha també les components de 8,

3. Proposicié: Les condicions de contorn (4.5) donades sobre la sots-va-
rietat V" determinen una soluci6 6f unica de les equacions (4.1), en la
hlpotesx que aquesta €s desenvolupable en série de poténcies de g i que
W (x?) és analitica excepte en un nombre finit de punts.
o m (L))

Demostraci6; De (4.15) tenim: b = = 0 itambé que 9: resta deter-
minat pels ox ‘_K < n (vegeu apéndix 1). Per tantm per induccid resten
determinats els e‘f‘ , ne N, un cop coneguts els ? l‘h , coeficients
dels desenvolupaments de (4. 5) i (4.9), respectivament.

Calculem ara els 1}, als ordres inferiors. A ’equaci6 (4.8) els]. depe-
nen de:

xl-_: k'r & "At ZAl o nA‘; Z:; 3 zk EA ZA’ (4.16)

Sobre 1)-, perd, Z,= ‘% (4, h%,k, | mp |). Suposant W analitica (excep-
te, potser, en un nombre finit de punts), tenim:

- P
k-&-ﬂ;l

(h z
2, us ~ 1) A (4.17)

. = e W(R))
It nt (ks 1

a e 2.k+n"+n".
on: X, = b b 5, A8  H (4.18)

(K+ 'I'l‘l)"

Analogament, podem desenvolupar ?: . El calcul és enfarfegador, i a
primer ordre el resultat és:
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(‘) k—H'h '
( A+ gL ) wi(x?
“ 2
- lc+T\A : k+na : _g_A' A (2
fu.—- s (1+ km:') w W (x, (4.19)

on W’ és la derivada de W (x?) respecte de x2. El segon ordre de 9 el do-
nem a I’apéndix 2.
L’acceleraci6 @) a primer ordre en g ens queda:

6= g1+ kend ) WED -

k'H'\‘l
ko kena 2y
A - : “1 + 0@
{‘7A kfﬂ." rlg 5 } O(%
(4.20)
I els coeficients del segon ordre sén:
@ (@ Rt
Qp = e‘ % Jt‘l‘,) A ("A) AZ" 3
(4.21)

(v (» 4 ‘3‘ d
b = gu' ;3 J pe AA' (Zy) - AT
@ w ¥, A
on: Qi , /3. ; t.. estan exphcnats a I’apéndix 2, i les integrals

depenaran de la forma del potencial W (x?).

5. Aplicacions: Atés que ha estat la recerca d’una interacci6 realista en-
tre quarks la que ens ha portat a aquest model [5], donarem aci els resul-
tats anteriors per al cas particular m; =m, =m.

En aquest cas les expressions se simplifiquen molt:

©) Lo

4,=2 1 =0 R LTS (5.1)
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i per tant desapareix el sumatori del segon membre de (4.15). El calcul
de 9{' és facil i ens queda per a ’ordre n de les acceleracions:

(N“ w (,Q !—) -4 v o2 " t"m K
9.=J-W“<i:)'(——m—:—) Ak 2 40 +J & digi. " 404
2,

@ L

Les expressions per a AA i LM, soOn a 'apéndix 2.

Com a aplicacions estudiarem el cas d’un osciHador harmonic Wee x2,
que és utilitzat per als quarks [4], i després un potencial del tipus W e (x2)-V2
com a una aproximacio relativista al problema de Kepler.

Per tal de determinar la constant de proporcionalitat en ambdés casos
estudiarem el lagrangia (2.1) a I’aproximacié newtoniana en el sistema de
referéncia del centre de masses —P* = (P, 0, 0, 0). En aquest, la condicié
(2.5) implica: x{ =x§ =t,x% = | el o g

Prenent t com parametre i a ’aproximaci6é newtoniana:

-— ard by &
~4 Yl ; M= &’ LA

obtenim:
L=-(mamy) + 2— E'm 4, + f}; V(R-A9+ 039 (5.3)

Comparant amb els lagrangians de I'osciHador newtonia i de Kepler,
respectivament, obtenim:

\fm(x'-) = —r“w‘x’- s V;(x‘) = ZGMF.’ (x*)y % (5.4)

essent: p = ™M |3 massa reduida, M = m, + m, la massa total, w la

freqiiéncia newtbniana de I'oscilador, i G la constant de gravitacié uni-
versal.
Estudiem ara el cas de 'osciHador. Prenem, segons  (5.4)i (4.2):

3=w‘  Woee =-pixt (5.5)

Les triacceleracions per a un observador qualsevulla son donades per:
[13]
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B (Xg Ve, t) = w2 (65 -0 0) B (xe=xget) (5.6

on: Tt= mA.“A('\,'\_f'A) : Ya= (4-’1}:)“/'-

Explicitant 9,:‘ a (5.6), restituint la ¢ i desenvolupant en série de potén-
cies d’ 1/c?, obtenim:

Zl',,: = v)‘l‘_‘"}.(4__ 'l_-}_; + my (Mg -m,a) ‘U")? +
M ct e @

+

}‘“"1 ' m, (VD) + mys (FV2) v + 0 (2:) +0 (w“)
m,c? M ;

(5:1)

que ens dbéna les correccions relativistes a I’osciHador harmonic per a
aquest model.
Per a masses iguals, el segon ordre té una expressio senzilla.

@

"
A= %’ll.&’u" ¢ 2(k-mt). 22} 4 ';l (24-2a)*

v A
R
-4 (w-zd) 4 T3 u‘ (%-2})} (5.8)

Estudiem finalment el cas del potencial de tipus Kepler:
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Les triacceleracions a primer ordre en G i a ordre 1/c? sén:
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(5.10)

Les quals es poden comparar amb les que es deriven del lagrangia d’Ein-
stein, Infeld i Hoffmann [14]:

e {7“ .Z{} i
A “"'ZAG'"A' 114 'Z% * cx } Ys i
p S da@g) - 3R] Y
M gz T 6, & 5.11
o zc&‘ FHf 5 + 0 (C" t Zi) i)

Com veiem, la forma general de (5.10) i (5.11) és bastant semblant,
pero la segona no depén de my i, per contra, la primera si.

VI. Conclusié i perspectives

Hem donat una definicié per a I’extensié predictiva del sistema la-
grangia singular de dues particules de Tabakayashy i Domenici, Gomis
i Longui [5], i hem vist com mitjangant un métode recurrent hom podia
construir un sistema predictiu invariant equivalent.

La continuaci6é d’aquest treball va en dues direccions diferents. D’una
banda, la definici6 d’extensi6 predictiva que hem donat en aquest cas
particular és immediatament generalitzable per a un sistema lagrangia
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singular qualsevulla de N particules. D’altra, els resultats d’aquest treball
ens serviran com a punt de partenga per a estudiar un sistema de dos
quarks lligats per un potencial de tipus oscillador. Aixo ho farem hamilto-
nitzant i, posteriorment, quantitzant el sistema predictiu invariant corres-
ponent. Sera interessant de comparar I’espectre d’estats lligats que obtin-
guem per aquest métode amb el que hom dona habitualment a la literatura
i veure qué passa amb els estats de norma negativa.
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que per a masses iguals es redueixen a:
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